Corrigé

Soit f une fonction définie et dérivable sur R. On considére les points A(1; 3) et B(3; 5).
On donne ci-dessous 6 la courbe représentative de f dans un repére orthogonal du plan,
ainsi que la tangente (AB) a la courbe ‘6 au point A.
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Les trois parties de l'exercice peuvent étre traitées de maniére indépendante.

Partie A

1. On lit sur le graphique : f(1) =3 et f'(1) = 1 (nombre dérivé égal au coefficient direc-

teur de la droite (AB)).
2. a Commea=0etx?>=0,onaax?>0,doncax?+12=1>0:lafonction f estdonc
2ax
dérivable sur R et sur cet intervalle [’(x) = —.
ax-+1
b. Lesrésultats du 1. peuvent s’écrire :
f(l} = 3 ll"ll':ﬂ+1]+b = 3
{f’(nzl“:"Z_“ -1
a+1
La deuxieme équation donne 2a=a+1 <= a =1 el en reportant dans la pre-
miére :

Inl+1)+b=3 < b=3-1In2.
OnadoncsurR, f(x)=In(x*>+1)+3-In2.

Partie B

On admet que la fonction f est définie sur R par

f(x)=In(x*+1) +3-1In(2).



1. Quel que soit le réel x, f(—x) =In[(-x)*+1] +3-In2 =In(x*+1) +3-In(2) = f(x).
La fonction [ est donc paire (la représentation graphique de [ est donc symétrique
autour de I'axe des ordonnées).

2. Ona lim x*=+oodoii lim x°+1 = +ooel par composition lim In [ax2+1]:+cx::
X400 X—40o0 X+ 00

etenfin lim f(x)=+o0.
X—+00

La fonction étant paire lim f(x)= lim f(x)= +oo.
X——00 X—+00

3. Comme x*+1>0 qélel que soit le réel x, la fonction f est dérivable sur R et sur cet
X

x2+1

Le dénominateur étant supérieur a zéro le signe de f('x) est donc celui de 2x, donc:

f'(x) <0surR* et f'(x) >0 sur R}. Conclusion f est décroissante sur R* et croissante

sur R7.

Le nombre f(0) =In1+3-In2 = 3-In2 est donc le minimum de la fonction sur R. D’ol1

le tableau de variations :

intervalle : f'(x) =

X —00 0 +00
f'(x) — 0 +
+00 +00
f(x) \ /
3-In2

4. D’apres le tableau de variations I'équation f(x) = k admet deux solutions si k > 3—In2.

5 f(x) =3+In2 < In(x?+1)+3-In@2) =3+In@2) < In(x*+1) = 2InQR) <=
In (x2 +1)=In4 = x? + 1 =4 (par croissance de la fonction logarithme), soit x% = 3,
d’ot1 deux solutions S = {—/3; v/3}.

Partie C
On rappelle que la fonction f est définie sur R par f(x) =In [x‘Jl +1)+3-1In(2).

1. Il semble qu'il y ait deux points d'inflexion aux points d’abscisses —1 et 1.

2. Comme [’(x) = 7] soit le quotient de deux fonctions dérivables sur R, le dénomi-
x

nateur étant non nul; [ est donc dérivable sur R et :
2(®+1)-2xx2x  2x2+2-4x> 2(1-x%)

[ = : - Ly
(% + l]'g (x2+ 1]‘1 (x%+ l]‘g
3. Dnadoncf"[x}zﬂc}l—xzzﬂc}{ :ti z 0 m{i z l_l Donc

S={-1; 1}
La dérivée seconde est positive quand le trindme 1 — x> est positif soit sur 'intervalle
| =1; 1[. Donc la fonction f est convexe sur | —1; 11.



